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Lectia 2: Lant. Circuit. Tipuri de grafuri

Lant — este o succesiune de noduri dintr-un graf neorientate cu proprietatea ca intre oricare doua noduri
consecutive din lant exista muchie in graf.

Lungimea unui lant — este formata din numarul de muchii din care este format lantul.
Lant elementar — este un lant care are noduri distincte

Lant simplu — este un lant alcatuit din muchii distincte.

Lant compus — este un lant in care muchiile nu sunt distincte.

Exemplu 1:

Fie urmatorul graf neorientat cu n=7 noduri si m=10
muchii.

Exempludelant:3,1,6,2,7,4
Lungimea lantului: 5 muchii

Acest lant este elementar, deoarece contine noduri
distincte

Exemplu 2:

Lant simplu:5,1,3,2,1,6

Se observa usor ca se repetd nodul 1, dar muchiile
sunt distincte.

Acest lant nu este elementar.

Lungimea acestui lant este 5 si este format din
muchiile (5,1), (1,3), (3,2), (2,1), (1,6).

Ciclu - este un lant simplu in care primul nod coincide cu ultimul nod.
Ciclu elementar — este un ciclu in care nodurile sunt distincte.

Lungimea unui ciclu — este egald cu numarul de muchii din care este alcatuit ciclul. Lungimea minima a unui
ciclu este 3.

Graf aciclic — este un graf care nu are nici un ciclu.

Ciclu hamiltonian — este un ciclu elementar care contine toate nodurile unui graf. Un graf care admite un
ciclu hamiltonian se numeste graf hamiltonian.



Ciclu eulerian — este un ciclu care contine toate muchiile unui graf. Un graf care contine un circuit eulerian se
numeste graf eulerian.

Exemplu 3:

Fie urmatorul graf neorientat cu n=7 noduri si 10
muchii avem urmatoarele cicluri elementare:

e 1276231delungime6
e 1651delungime3

e 2672delungime3

e 132651delungimeb5
e 132761delungime5
e 5132765delungime6

Tipuri de grafuri

Graf nul — un graf care are n noduri, dar nu are nici o muchie. intr-un graf nul toate nodurile au gradul 0,
deci toate nodurile grafului sunt izolate.

Graf partial - al unui graf neorientat G este un graf care aceleasi noduri ca si graful G, dar muchiile grafului
partial sunt o submultime a multimii muchiilor grafului G. Graful partial se obtine eliminand o parte din
muchiile grafului initial (se pot elimina toate muchiile, o parte dintre muchii sau chiar nici o muchie).

Graful G are Graf partial grafului G
n =7 noduri si m = 10 muchii n =7 noduri si m = 5 muchii

Au fost eliminate muchiile (1,2), (2,3), (2,6), (2,7) si (6,7)

Numarul de grafuri partiale pe care le admite un graf neorientat G cu m muchii se poate determina astfel:

initial nu elimindm nici o muchie deci num3rul de grafuri partiale va fi C2,
elimindm pe rand cate o singurd muchie, deci numarul de grafuri partiale va fi C,
elimindm pe rand cate 2 muchii distincte, numarul de grafuri partiale va fi C2,

eliminam toate cele m muchii, numarul de grafuri partiale va fi ;¥

Deci in total vom obtine:

Nrp=C2 + CL + C3 + -+ CI = 2™ grafuri partiale




Subgraf — al unui graf G se obtine din graful initial G din care putem sterge unul sau mai multe noduri. Odata
cu stergerea nodurilor se vor sterge si toate nodurile incidente cu acestea. Atentie nu se pot sterge toate
nodurile unui graf, deoarece nu poate exista graf cu zero noduri(deci numarul maxim de noduri care se pot
sterge este n-1).

Subgraf al grafului G
n =5 noduri si m = 4 muchii

Graful G are
n =7 noduri si m = 10 muchii

Am sters nodurile 2 si 3 si odata cu ele si muchiile incidente
cu acestea: (1,2), (1,3),(2,3), (2,6), (2,7), (6,7)

Numarul de subgrafuri pe care le admite un graf neorientat G cu n noduri se poate determina astfel:

initial nu elimindm nici un nod, deci numérul de subgrafuri va fi C2
elimindm pe rand doar cate un singur nod din graful dat, deci vom obtine C} subgrafuri
elimindm cate 2 noduri distincte din graf, deci vom obtine C?

elimindm cate n-1 noduri distincte din graf deci obtinem C~1

Deci in total vom obtine:

Nrsg=CQ + CL + C2 + ---+ CI~1 = 2"~ subgrafuri

Observatie! Nu putem elimina toate cele n noduri din graf. Nu existad grafuri cu O noduri.

Graf complementar — este graful care are acelasi numar de noduri ca si graful initial, dar contine muchia (x, y)
doar daca in graful initial nodurile x si y nu sunt adiacente, oricare ar fi nodurile x, y din graf. Un graf neorientat
G admite un singur graf complementar.

Daca suprapunem graful G si graful complementar grafului G obtinem un graf complet.

Graful G are Graful complementar grafului G are
n = 5 noduri si m = 6| muchii n =5 noduri si m =4 muchii

Graf complet - un graf in care exista o muchie intre oricare doud noduri din acel graf.

- intr-un graf complet gradul fiecarui nod, va fi maxim si va fi egal cu n-1.




- matricea de adiacentd are n(n-1) valori de 1, toate elementele
din matrice vor avea valoarea 1, exceptie vor face elementele
de pe diagonala principala care vor avea valoarea O.

- Numarul de muchii dintr-un graf complet este egal cu
_nx(n-1)
T2

- Un graf complet este un graf conex.

- Orice graf complet cu numar impar de noduri este si graf
eulerian.

- Orice graf complet cu numar par de noduri nu este graf
eulerian.

- Orice graf complet este si graf hamiltonian.

Graf complet
cu n =5 noduri si m =10 muchii

Graf regulat — este un graf in care toate nodurile au acelasi grad. Un graf complet este regulat. Orice graf

complet este si graf regulat.

Graf regulat
cu n =6 noduri si m =9 muchii

Graf bipartit - este un graf neorientat cu n noduriin care X -
multimea nodurilor poate fi impartita in doua submultimi
disjuncte A si B (reuniunea lor este multimea nodurilor
grafului, iar intersectia lor este multimea vida), astfel incat
intre oricare nod care apartine aceleiasi submultimi nu exista
muchie.

Graf bipartit complet — este un graf bipartit in care oricare nod
al submultimii A se leaga cu toate nodurile din submultimea B.

Un graf cu cel putin doua noduri este bipartit daca si numai
dacd nu contine cicluri de lungime impara.

Graf bipartit
cu n =6 noduri sim =5 muchii

Graf bipartit complet
cu n =6 noduri si m =8 muchii

Graf conex — este un graf neorientat in care exista un lant intre oricare doua noduri distincte din graf. Un

graf neorientat cu un singur nod este graf conex.




Componenta conexd — a unui graf neorientat este un subgraf conex, maximal cu aceasta proprietate(daca
am mai adauga un nod nu ar mai fi respectata).
Un graf neorientat este conex daca are o singura componenta conexa.
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Graf neconex - Un graf neorientat format din mai multe mai multe componente conexe.

Graf Hamiltonian — este un graf neorientat care admite Graf Hamiltonian
un ciclu hamiltonian(ciclu hamiltonian — circuit
elementar care trece prin toate nodurile grafului o
singura datd si la care noul de plecare coincide cu
nodul de sosire).

Cicluri Hamiltoniene:
5134261
5124365
5634215
5624315

Teorema lui Dirac: Fie G un graf neorientat cu n noduri si m muchii. Acest graf este Eulerian dacd si numai
daca:

- graful este conex

- gradul fiecarui nod este par.

Consecinte:
- Un graf complet cu numar impar de noduri este graf Eulerian si Hamiltonian
- Un graf complet cu un numar par de noduri este graf Eulerian, dar NU este graf Hamiltonian. Se
observa usor ca fiecare nod va avea gradul impar
- Pentru a transforma un graf complet cu numar par de noduri astfel incat sa devina graf Eulerian
trebuie eliminate minim n/2 muchii.
Teorema |ui Dirac generalizata: Fie G un graf cu un numar de noduri
n > 3. Daca grad(x) + grad(y) 2 n pentru toate perechile de noduri
neadiacente x, y, atunci G este graf Hamiltonian.

Exemplu de ciclu Hamiltonian:




Graf Eulerian - este un graf neorientat care admite un ciclu
eulerian(ciclu eulerian — ciclu care contine toate muchiile unui
graf).

Graf Eulerian

Ciclu Eulerian:135241

Exemple de grafuri Euleriene si Hamiltoniene

Graf Hamiltonian si Eulerian — orice poligon, indiferent de numarul de noduri.

Graf Hamiltonian dar nu Eulerian — orice poligon, indiferent de numarul de noduri, dar cu cel putin o diagonala.

Graf Eulerian si Hamiltonian Graf Hamiltonian dar nu Eulerian\

. . . . Graf Eulerian dar nu si Hamiltonian
Graf Eulerian dar nu si Hamiltonian — un graf care are o

forma de papion( cu un punct de intersectie).
CicluEulerian: 172437651

Graf care nu este nici Hamiltonian si nici Eulerian — este
un graf neorientat care contine cel putin un ciclu
neelementar si are grade impare.

Recapitulare formule necesare:
. . . . . n*(n_l)
Numarul de grafuri neorientate, distincte, cu n noduri este 2° 2

v . . . . . . (n-1)!
Numarul ciclurilor Hamiltoniene dintr-un graf neorientat, complet, este .

Numarul de grafuri partiale distincte ale unui graf neorientat cu m muchii este : 2™

Numarul de subgrafuri distincte ale unui graf neorientat cu n noduri este 21



